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الاستفادة من أنّ  ساو  و   جمع شعاعین متعاكسین 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

4  

  

4  

4  

  

  

  

4  

  

  

  

¿

y

  الحل

O

v


u


( )M z

I

A B

CD

E

GH

F
J

G

K

A B

CD

E F J

H

I
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1نجد صفر ال شعاعال
( )
2

AM AB HG= +
  

ومن  

HGتساو  الشعاعین  AB=
 

نجد 
1
( )
2

AM AB AB AB= + =
   

Mومنه .  B=.  

 2AE AF AI+ =
  

  


1 1

2 2
CP AE AB AD= - -
   

  
عب  ل وجه من أوجه  ما أنّ    فإنّ  مرعهو الم

AE BF=
 

ADو  CB=
 وAB BA CD- = =

     ومنه
1 1 1 1
2 2 2 2

( )AE AD AE AD DE DO- = - = =
     

 
ز  Oحیث   : و منه HEADالمرعمر

CP CD DO CO= + =
    ومنه .P تنطب علىO.  

  ار المعلم )اخت ; , , )A AB AD AE
  

 :  
(a (0,0,0)A  ،(0,0,1)E  

    (1,0,0)B  ،(1,0,1)F  
   (0,1,0)D   ،(0,1,1)H  
   (1,1,0)C   ،(1,1,1)G  

1 1
( , ,0)
2 2
L  ،1 1

(0, , )
2 2

N  ،1 1 1
( , , )
4 2 4

Q  ،1 1
( ,1, )
2 2

R   

(b 1 1 1
( , , )
4 2 4

AQ


1و    1
( ,1, )
2 2

AR


  

2ARنلاحظ أنّ  AQ=
 

ARفالشعاعان 


AQو  


   
اً  فالنقا  طان خط  تقع على استقامةٍ  Rو  Qو Aمرت

  واحدة .  
   :رابعالتمرين ال

 اً تكن 0xأثبتي أ   : ة صحة المساواة الآت
ln( 1 ) ln( 1 )x x x x      .  

 عین الآتیین : لاً من عیّني مجموعة تعرف  التا
( ) ln( 2) ln 1f x x x    2و ln 5

( )
ln 1

x
g x

x





   

 f  : حقّ المتراجحة عٌ  )2تا ) 1f x x x    ًا أ
xتكن     ة   ؟  عند  f. ما نها

   

  

4  

  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

60
  

  

  

  

  

  

  

  

   

 

1

2

ln( 1 )

( 1 ) ( 1 )
ln( )

( 1 )
1

ln( )
( 1 )

ln( 1 )

L x x

x x x x

x x

x x

x x L

  

    


 


 

    

  

 ( ) ln( 2) ln 1f x x x      
f  1معرّف عندما 0x   و( 2) 0x     

1xوهذا محقّ عندما     2وx    
,2[أ   [x    

2 ln 5
( )

ln 1

x
g x

x





  

g 0 معرّف عندماx   وln 1 0x    
0xأ    وln 1x 

 
0xومنه    وx e  

التالي   ,0[و [\{ }x e    
,0[أ :  [ ] , [x e e    
 2( ) 1f x x x     

       ( ) 0 ( )f x g x   
)2حیث  ) 1g x x x    

limنلاحظ أنّ  ( )
x
g x


ل  هي حالة عدم تعیین   من الش

    تب لإزالتها ن
2 2

2

( 1 ) ( 1 )
( )

( 1 )

x x x x
g x

x x

    


 
  

2

1
( )

1
g x

x x


 
limومنه   ( ) 0

x
g x


  

نجد  (2)فاستناداً إلى مبرهنة الإحاطة 
lim ( ) 0
x
f x


  .  

  
  
  

  

  

  

5  

5  

  

5  

5  

  

5  

5  

  

5  

  

5  

5  

  

5  
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  : ين الآتيتين المسألتثالثاً: حلي  
معلمٍ متجانس   :المسألة الأولى في مستوٍ محدث 
( ; , , )O i j k

   : 3)لدینا النقا, 0,1)A 0)و, 1,2)B  و
(1, 1, 0)C    

 النقا أنّ  يأثبتA  وB  وC  لا تقع على
؟  واحسبي  ABCما نوع المثلث  .استقامةٍ واحدة 

  مساحته.  
  ات النقطة ون الراعي  Dأوجد إحداث حتى 

ACBD  . ًلا    مستط
  لتكن النقطة( 3,9, 2)M    ات . أوجد إحداث

ة إلى  Mنظیرة النقطة  Nالنقطة    . Cالنس
 قطة هل النB  تنتمي إلى المستو المحور للقطعة

مة  ]المستق ]MN . ؟ عللي إجابتك  

  
 ( 3, 1,1)AB  


)و   2, 1, 1)AC   


نلاحظ أنّ  

ABالشعاعین 


ACو  


اً لأنّ   طین خط غیر مرت
ة ( اتهما غیر متناس 3مر 1

2 1

 


 
 Bو  A) فالنقا  

  .لا تقع على استقامةٍ واحدة  Cو 
2 2 2( 3) ( 1) (1) 11AB AB      


  

2 2 2( 2) ( 1) ( 1) 6AC AC       


  

2 2 2(1 0) ( 1 1) (0 2) 5BC          
2نلاحظ أنّ  2 2BC AC AB   ّلأن  

2 2( 5) ( 6) ( 11)    

5 6 11   ّمحق  
س فیثاغورس نجد أنّ المثلث  التالي حسب ع   ABCو

  . Cقائم في 
1 1 1

( ) 6 5 30
2 2 2

S ABC AC BC     

       
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

5  

5  

  

5  

5  

5  

  

5  

5  

  

  ون الراعي في أن  ACBDحتى  لاً  مستط
  ABCالمثلث لأنّ  متواز أضلاع ACBDون 

ة  Cقائم في  ه زاو ح متواز أضلاع ف ص لأنّه 
  قائمة فهو مستطیل .  
ACأ یجب أن یتحقّ :  DB

 
  

( 2, 1, 1) (0 , 1 ,2 )
D D D
x y z         

2ومنه  
D
x    التالي 2و

D
x  

1 1
D
y     0ومنه

D
y   

2 1
D
z    3و

D
z   

,2,0)ومنه :  3)D  
 (2 ,2 ,2 )

C M C M C M
N x x y y z z    

    (2 3, 2 9, 0 2)N      
2)ومنه  3, 2 9, 0 2)N      

            (5, 11,2)N   
   

2 2 2(0 3) ( 1 9) (2 2) 125BM          
2 2 2(5 0) ( 11 1) (2 2) 125BN          

BMومنه  BN  
تنتمي إلى المستو المحور للقطعة  Bفالنقطة 

مة  ]المستق ]NM  .  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  

5  

5  

5  

5  

  

5  

5  

5  

5  
80
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ن  :المسألة الثانية ع المعرف على  fل التا
]0, [I    2وف( ) 2 1 lnf x x x     

 أنّ  أثبتيf ىعل اشتقاقيIعه المشت   ، واحسبي تا
    ( )f x  .  
  نظّمي جدولاً یبیّن جهة اطرادf .  
  استنتجي من الجدول الساب مجموعة حلول  
22المتراجحة :      1 lnx x  .  
  ًللمماس  اكتبي معادلةd   ع اني للتا   في fللخط الب
1xنقطة منه       .  

  
  ع 22التا 1x x   ثیر حدود اشتقاقي على  

,0[علىفهو اشتقاقي  [I     
ع  lnxالتا x  0[اشتقاقي على, [I    حسب

ع اللوغارتمي .    تعرف التا
ع  ,0[اشتقاقي على  fفالتا [I    ارة عن لأنّه ع

عین اشتقاقین على  ,0[مجموع تا [I    .  
1

( ) 4f x x
x

    ومنه
24 1

( )
x

f x
x

   
  ( ) 0f x   24عندما 1 0x    

التالي  2و 1

4
x   1ومنه

2
x   1أو

2
x    مرفوض  

1 1 1 3
( ) 2( ) 1 ln ln2
2 4 2 2
f       .  

1
0

2
( ) 0

3
( ) ln2

2

x

f x

f x



  

 

  

 22 1 lnx x    
افئ       22وهذا  1 ln 0x x    

)أ  ) 0f x   ع أنّ  fنلاحظ من جدول اطراد التا
3

( ) ln 2 0
2

f x     اً تكن ,0[أ [x    
  
  

  

  

  

  

  

  

  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

  

  ة المفروضة. وهي مجموعة حلول المتراجح
 (1)( 1) (1)y f x f     
     (1) 3f   (1)و 3f    

3( 1) 3y x    
3y x   

  ا�تهت الأجوبة 

  

5  

5  
5  

70
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