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 خواص الل Șتم :نطبȄوغار  
 2ln((2 3) ( 2) ) ln((2 3)(8 ))x x x x- ⋅ - = - -  

2)2ومنه  3) ( 2) (2 3)(8 )x x x x- ⋅ - = - -  
2(2 3) ( 2) (2 3)(8 ) 0x x x x- ⋅ - - - - =  
2(2 3)( 4 4 8 ) 0x x x x- - + - + =  

2(2 3)( 3 4) 0x x x- - - =   
(2 3)( 4)( 1) 0x x x- - + =   

2إما  3 0x - 1ومنه  =
3

2
x D= Ï   مرفوض  

4أو  0x - 14xومنه = D= Î  . مقبول  
1أو  0x + 11xومنه  = D= - Ï . مرفوض  

{4}S =  
 22 ln 3 ln 1 0x x     

,0[المتراجحة معرّفة على          [   
  22 ln 3 ln 1 0x x    

2 4b ac    2ومنه( 3) 4(2)(1) 1 0       
3 1

ln 1
2 4

b
x

a

   
    

xومنه  e   

3أو  1 1
ln

2 4 2

b
x

a

   
     

ومنه 
1

2x e e   

2

0

2 ln 3 ln 1 0 0

x e e

x x



      
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في المستوȑ العقدȑ المنسوب  : ثالثالسؤال ال 
)علم متجانسإلى م ; , )O u v

   
 ةǽاكتبي الأعداد العقدA

zوBz وCzȋالممثلة للنقا 
A  وB  وC . الترتیبǼ   
  احسبيA

z  وB
z  وC

z  . 
هي مرȞز الدائرة المارة  Oثمّ استنتجي أن النقطة 

   .  ABCبرؤوس المثلث 

  احسبيA B
z z  وA

B

z

z
3و  

A
z  .  

  
  
  
  
  
  
  
  

  

 3 2
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z i   3و 2

B
z i    2و 3

B
z i  

  
 2 23 ( 2) 13

A
z       

    
2 2( 3) (2) 13

B
z      

    
2 2(2) (3) 13

C
z     

Ǽما أنّ 
A B C
z z z   ّفإنOA OB OC    
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cos

sin

q

q
   

1z =  .  
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5
lim l
x xx 



(1)الإحاطة 

3 أنّ 

x
 

(3)الإحاطة 

ABCDEF
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1
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B

E
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g x  
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(g x
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جدȑ نهاǽة التا
   

1 ( )f x  
3 2 ( )f x 

س xحة على 
3 2 ( )f x

x x




5
( )g x

x
 

  د 
3ن 
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x


 إلى مبرهنة ا
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 إلى مبرهنة ا
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2

A

F

 

سؤالال
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ولنعرّف
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x



 أثبتي
3
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

 أوج
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1 5 
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x
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1
cos

2
3 3

sin
2

x

r
y

r

q p
q

q

üïï= = ïïï  =ýïï= = ïïïþ

  

2ومنه  (cos sin )
3 3

z i
p p

= +  .  

1

2

2 3 3
(cos( ) sin( ))

1 4 3 4 3

z
i

z

p p p p
= - + -   

1

2

5 5
2(cos( ) sin( ))

12 12

z
i

z

p p
= +    

 1

2

1 3
( 1 )( )1 2 2

1 31 3
4 42 2

i iz i

z
i

- + -- +
= =

++
   

1ومنه 

2

1 3 1 3

2 2 2 2

z
i i

z
= - + + +   

1وǼالتالي 

2

3 1 3 1

2 2

z
i

z

- +
= +  .  

  ȑل الجبرȞل المثلثي والشȞالمقارنة بین الشǼنجد  
5 5 3 1 3 1

cos( ) sin( )
12 12 2 2 2 2

i i
p p - +

+ = +
  

5ومنه :   3 1
cos( )
12 2 2

p -
=      

        5 3 1
sin( )
12 2 2

p +
=  

  الآتية :  ربعةثانياً : حلي التمارين الأ
Ǽع الآتǽة ادرسي نهاǽات Ȟلاً من التوا :التمرين الأول 

  الموافقة .  aعند 
 ( ) 2 1f x x x    عند           .  
 2( ) cosf x x x    عند  .  
 

3 8
( )

2 2

x
f x

x




 
  .      2عند  

 
3

2

2 5 3
( )

1

x x
f x

x

 



 1و  1و  و عند 

   
  
   

4  

  

  

  

4  

  

  

4  

  

4  

4  

4  
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 ( ) 2 1f x x x     
هي حالة عدم  عند  fنلاحظ أنّ نهاǽة التاǼع  

تعیین من الشȞل   تبȞلإزالتها ن
  

2

2

1 1
( ) ( )f x x x

xx
    ومنه  

2

2

1 1
( ) ( )f x x x

xx
     

2xفإنّ  في جوار  Ǽxما أنّ  x x     

2

1 1
( ) ( )f x x x

xx
    ومنه  

2

1 1
( ) (1 ( ))f x x

xx
     

وǼما أنّ  
2

1
lim( ) 0
x x

 1و
lim( ) 0
x x


  ّفإن  

lim ( )
x
f x


  .  
  2( ) cosf x x x    عند  .    

 20 cos 1x   20ومنه cos 1x     
2cosوǼالتالي  1x x x x      

( ) 1x f x x     
)لدینا  )f x x   

)Ǽlimما أنّ  )
x
x


  فاستناداً إلى  

limنجد أنّ  (3)مبرهنة الإحاطة   ( )
x
f x


   .  

 
3 8

( )
2 2

x
f x

x




 
  

هي حالة عدم تعیین  2دعن fنلاحظ أنّ نهاǽة التاǼع 
0من الشȞل 

0
  لإزالتها نȞتب :   

3( 8)(2 2)
( )

(2 2)(2 2)

x x
f x

x x

  


   
  ومنه  

3( 8)(2 2)
( )

(4 ( 2))

x x
f x

x

  


 
  ومنه  

2( 2)( 2 4)(2 2)
( )

( 2)

x x x x
f x

x

    


 
   

  وǼالتالي : 

  

3  

3  

  

3  

3  

3  

3  

3  

3  

3  

3  

  

  

  

3  

3  

3  
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2( 2)( 2 4)(2 2)
( )

( 2)

x x x x
f x

x

      


 
  

)2ومنه  ) ( 2 4)(2 2)f x x x x       
وǼالتالي 

2
lim ( ) (12)(4) 48
x
f x


     .  

 
3

2

2 5 3
( )

1

x x
f x

x

 



   1و  1و  و عند

f  معرّف على\{ 1,1}  ȑأ
] , 1[ ] 1,1[ ]1, [x           

  :  عند  
3 3

2 2

2 5 3 2
lim ( ) lim lim lim 2

1x x x x

x x x
f x x

x x   

 
    


  

 : عند 
3 3

2 2

2 5 3 2
lim ( ) lim lim lim 2

1x x x x

x x x
f x x

x x   

 
    


  

   : 1 عند

( 1)
lim ( )
x

f x
 

   و
( 1)
lim ( )
x

f x
 

   .  

هي حالة عدم  1عند  fنلاحظ أنّ نهاǽة التاǼع  : 1عند 
0تعیین من الشȞل 

0
  لإزالتها نȞتب :   

)Ǽ3فرض  ) 2 5 3p x x x     
(1)نلاحظ أنّ  0p   ثیر حدودȞ ومنه
3( ) 2 5 3p x x x    قبل القسمة علىǽ( 1)x   

2

3

3 2

2

2

2 2 3

1 2 5 3

2 2

2 5 3

2 2

3 3

3 3

0

x x

x x x

x x

x x

x x

x

x

 

  



 


 









  

)2ومنه  ) ( 1)(2 2 3)p x x x x     التاليǼو  
2 2( 1)(2 2 3) 2 2 3

( )
( 1)( 1) 1

x x x x x
f x

x x x

    
 

  
  

ومنه 
1

1
lim ( )

2x
f x


 .  

3  

  

3  

  

  

  

3  

  

3  

  

  

3  

  

  

3  

  

  

  

3  
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لعدد العقدȑ لȞǽن ا  :التمرين الثاني 
3 7

2 5

i
z

i

+
=

-
  . ǼالشȞل الجبر5z  ȑاحسبي  

  ȑن العدد العقدȞǽل
8

4

( 3 )

(1 )

i
z

i

+
=

-
   

  ǼالشȞل الجبرz . ȑاكتبي  
عیّني مجموعة النقا ȋM  ȑالعدد العقد Șّحقǽ التي
z : مثّلها المساواةǽ ȑ5 الذ

arg( )
4

iz
p

= .  

  

  3 7

2 5

i
z

i

+
=

-
ومنه  

5
5 3 7

2 5

i
z

i

æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷ç -è ø
   

ومنه 
5 5

5 (3 7 )(2 5 ) 6 35 15 14

(2 5 )(2 5 ) 4 25

i i i i
z

i i

æ ö æ ö+ + - + +÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- + +è ø è ø
 

  وǼالتالي:

 
5

5

5 4

29 29

29
( 1 ) ( 1 ) ( 1 )

i
z

i i i

æ ö- + ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
= - + = - + - +

   

5 2(2 ) ( 1 ) 4( 1 ) 4 4z i i i i= - + = - - + = -  . 


8

4

( 3 )

(1 )

i
z

i

+
=

-
لدینا  

3 1
3 2( ) 2(cos sin )

2 2 6 6
i i i

p p
+ = + = +   

  8 8 8 8
( 3 ) 2 (cos sin )

6 6
i i

p p
+ = +   

 8 8 4 4
( 3 ) 2 (cos sin )

3 3
i i

p p
+ = + 

1 2(cos( ) sin( ))
4 4

i i
p p

- = - + -
  

4(1 ) 4(cos sin )i ip p- = +
  

6 4 4
2 (cos( ) sin( ))

3 3
z i

p p
p p= - + -    

)cos)64ومنه  ) sin( ))
3 3

z i
p p

= +  

1وǼالتالي  3
64( ) 32 32 3
2 2

z i i= + = + .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

4  

  

4  

2  
  

  

4  

4  

  

4  

4  

2  

2  

  الحل
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
5

arg( )
4

iz
p

=    

    
5

arg( ) arg( )
4

i z
p

+ =  

5ومنه  
arg( )

2 4
z

p p
+   وǼالتالي  =

5 3
arg( )

4 2 4
z

p p p
= - =  

  

)النقاȋ فمجموعة  )M z نصف ه ȋي مجموعة نقا
  المستقǽم المرسوم في الشȞل المجاور 

yمعادلته من الشȞل :  x   0حیثx  .  
 IمȞعب .  ABCDEFGH  : ثالثالتمرين ال

]منتصف  ]EF وJ منتصف[ ]FG   
  انت النقطةȞ بیّني إذاM  ةǽالمساواة الشعاعǼ المعرفة

 Șأو لا تنطب Șالمفروضة تنطب  
  على أحد رؤوس المȞعب . وعللي إجابتك .

 (aAM AG BF= +
  

     (b
1
( )
2

AM AG HB= +
  

 شعاع واحدǼ عن المجموع الشعاعي المفروض ȑعبّر  
  ( قد Ȟǽون مضروǼاً Ǽعدد ) 
AEوذلك Ǽاستخدام نقطتین من الشȞل حصراً :   AF+

 
 

  وضّعي النقطةP  حیث
1 1

2 2
CP AE AB AD= - -
   

 .  

  

4  

  

4  

  

2  

40
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

4  

  ار المعلمǽاختǼ( ; , , )A AB AD AE
  

 :  
 (a  ًلاȞ اتǽعب عیّني إحداثȞمن رؤوس الم  
و ADHEو ABCDلأوجه ا راكزم Rو  Nو Lو 

DCGH الترتیب وǼQ  منتصف[ ]LN.   
 (b  ّأثبتي أن  ȋالنقاA  وQ  وR  ٍتقع على استقامة

  واحدة .  
                                     

  

  

  

 (aAM AG BF= +
  

  

خارج المȞعب Ǽحیث Kلنفرض نقطة :تقع  ، لاȞلاّ 
2CK CG=

 
 علاقة شال  عندئذٍ استناداً إلى 

AM AC CG BF= + +
   

 FBCGوǼما أنَّ الشȞل 
CGفإنَّ  مرȃع BF=

 
  ومنه 

2AM AC CG AC CK AK= + = + =
     

    
M منه و K= ل المجاورȞلاحظي الش  

  

  

  

(b 
1
( )
2

AM AG HB= +
  

  
  :Ǽاستخدام علاقة شال نجد

1
( )
2

AM AB BC CG HG GC CB= + + + + +
        

  جمع شعاعین متعاكسین ǽساوȑ  وǼالاستفادة من أنّ 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

4  

  

4  

4  

  

  

  

4  
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1نجد صفرȑ ال شعاعال
( )
2

AM AB HG= +
  

ومن  

HGتساوȑ  الشعاعین  AB=
 

نجد 
1
( )
2

AM AB AB AB= + =
   

Mومنه .  B=.  

 2AE AF AI+ =
  

  


1 1

2 2
CP AE AB AD= - -
   

  
  فإنّ  مرȃعهو المȞعب  Ȟل وجه من أوجه  Ǽما أنّ 

AE BF=
 

ADو  CB=
 وAB BA CD- = =

     ومنه
1 1 1 1
2 2 2 2

( )AE AD AE AD DE DO- = - = =
     

 
 : و منه HEADالمرȃعمرȞز  Oحیث 

CP CD DO CO= + =
    ومنه .P على ȘتنطبO.  

  ار المعلمǽاختǼ( ; , , )A AB AD AE
  

 :  
(a (0,0,0)A  ،(0,0,1)E  

    (1,0,0)B  ،(1,0,1)F  
   (0,1,0)D   ،(0,1,1)H  
   (1,1,0)C   ،(1,1,1)G  

1 1
( , ,0)
2 2
L  ،1 1

(0, , )
2 2

N  ،1 1 1
( , , )
4 2 4

Q  ،1 1
( ,1, )
2 2

R   

(b 1 1 1
( , , )
4 2 4

AQ


1و    1
( ,1, )
2 2

AR


  

2ARنلاحظ أنّ  AQ=
 

ARفالشعاعان 


AQو  


   
 ȋاً  فالنقاǽطان خطǼمرتA وQ  وR  ٍتقع على استقامة 

  واحدة .  
   :رابعالتمرين ال

 اً تكنǽ0أثبتي أx   : ةǽصحة المساواة الآت
ln( 1 ) ln( 1 )x x x x      .  

 فȄلاً من عیّني مجموعة تعرȞ : عین الآتیینǼالتا 
( ) ln( 2) ln 1f x x x    2و ln 5

( )
ln 1

x
g x

x





   

 f  : المتراجحة Șّحقǽ ٌعǼ2تا( ) 1f x x x    ًاǽأ
xتكن     ةǽما نها .f  عند  ؟  

   

  

4  

  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

60
  

  

  

  

  

  

  

  

   

 

1

2

ln( 1 )

( 1 ) ( 1 )
ln( )

( 1 )
1

ln( )
( 1 )

ln( 1 )

L x x

x x x x

x x

x x

x x L

  

    


 


 

    

  

 ( ) ln( 2) ln 1f x x x      
f  1معرّف عندما 0x   و( 2) 0x     

1xوهذا محقȘّ عندما     2وx    
  ȑ2[أ, [x    

2 ln 5
( )

ln 1

x
g x

x





  

g 0 معرّف عندماx   وln 1 0x    
 ȑ0أx   وln 1x 

 
0xومنه    وx e  

,0[وǼالتالي   [\{ }x e    
 : ȑ0[أ, [ ] , [x e e    
 2( ) 1f x x x     

       ( ) 0 ( )f x g x   
)2حیث  ) 1g x x x    

limنلاحظ أنّ  ( )
x
g x


 من الشȞل  هي حالة عدم تعیین 

    تبȞلإزالتها ن
2 2

2

( 1 ) ( 1 )
( )

( 1 )

x x x x
g x

x x

    


 
  

2

1
( )

1
g x

x x


 
limومنه   ( ) 0

x
g x


  

نجد  (2)فاستناداً إلى مبرهنة الإحاطة 
lim ( ) 0
x
f x


  .  

  
  
  

  

  

  

5  

5  

  

5  

5  

  

5  

5  

  

5  

  

5  

5  

  

5  
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  : ين الآتيتين المسألتثالثاً: حلي  
في مستوٍ محدث Ǽمعلمٍ متجانس   :المسألة الأولى
( ; , , )O i j k

   : ȋ3)لدینا النقا, 0,1)A 0)و, 1,2)B  و
(1, 1, 0)C    

 أنّ  يأثبت ȋالنقاA  وB  وC  لا تقع على
؟  واحسبي  ABCما نوع المثلث  .استقامةٍ واحدة 

  مساحته.  
  ات النقطةǽإحداث ȑأوجدD  اعيȃون الرȞǽ حتى

ACBD  . ًلاǽمستط   
  لتكن النقطة( 3,9, 2)M    اتǽإحداث ȑأوجد .

  . ǼCالنسǼة إلى  Mنظیرة النقطة  Nالنقطة 
 قطة هل النB  للقطعة ȑالمحور ȑتنتمي إلى المستو

]المستقǽمة  ]MN . ؟ عللي إجابتك  

  
 ( 3, 1,1)AB  


)و   2, 1, 1)AC   


نلاحظ أنّ  

ABالشعاعین 


ACو  


غیر مرتǼطین خطǽاً لأنّ  
3مرǼȞاتهما غیر متناسǼة ( 1

2 1

 


 
  ȋفالنقا (A  وB 

  .لا تقع على استقامةٍ واحدة  Cو 
2 2 2( 3) ( 1) (1) 11AB AB      


  

2 2 2( 2) ( 1) ( 1) 6AC AC       


  

2 2 2(1 0) ( 1 1) (0 2) 5BC          
2نلاحظ أنّ  2 2BC AC AB   ّلأن  

2 2( 5) ( 6) ( 11)    

5 6 11   Șّمحق  
  ABCوǼالتالي حسب عȞس فیثاغورس نجد أنّ المثلث 

  . Cقائم في 
1 1 1

( ) 6 5 30
2 2 2

S ABC AC BC     

       
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

5  

5  

  

5  

5  

5  

  

5  

5  

  

  اعيȃون الرȞǽ حتىACBD  في أنȞǽ ًلاǽمستط
  ABCالمثلث لأنّ  متوازȑ أضلاع ȞǽACBDون 

لأنّه ǽصǼح متوازȑ أضلاع فǽه زاوǽة  Cقائم في 
  قائمة فهو مستطیل .  
 : Șّیجب أن یتحق ȑأAC DB

 
  

( 2, 1, 1) (0 , 1 ,2 )
D D D
x y z         

2ومنه  
D
x    التاليǼ2و

D
x  

1 1
D
y     0ومنه

D
y   

2 1
D
z    3و

D
z   

,2,0)ومنه :  3)D  
 (2 ,2 ,2 )

C M C M C M
N x x y y z z    

    (2 3, 2 9, 0 2)N      
2)ومنه  3, 2 9, 0 2)N      

            (5, 11,2)N   
   

2 2 2(0 3) ( 1 9) (2 2) 125BM          
2 2 2(5 0) ( 11 1) (2 2) 125BN          

BMومنه  BN  
تنتمي إلى المستوȑ المحورȑ للقطعة  Bفالنقطة 

]المستقǽمة  ]NM  .  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  

5  

5  

5  

5  

  

5  

5  

5  

5  
80
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التاǼع المعرف على  fلȞǽن  :المسألة الثانية
]0, [I    Ș2وف( ) 2 1 lnf x x x     

 أنّ  أثبتيf ىعل اشتقاقيIȘعه المشتǼواحسبي تا ،  
    ( )f x  .  
  نظّمي جدولاً یبیّن جهة اطرادf .  
  مجموعة حلول Șاستنتجي من الجدول الساب  
22المتراجحة :      1 lnx x  .  
  ًللمماس  اكتبي معادلةd   عǼاني للتاǽللخط البf في  
1xنقطة منه       .  

  
  عǼ22التا 1x x   ثیر حدود اشتقاقي علىȞ  

,0[علىفهو اشتقاقي  [I     
lnxالتاǼع  x  0[اشتقاقي على, [I    حسب

  تعرȄف التاǼع اللوغارȄتمي . 
,0[اشتقاقي على  fفالتاǼع  [I    ارة عنǼلأنّه ع

,0[مجموع تاǼعین اشتقاقین على  [I    .  
1

( ) 4f x x
x

    ومنه
24 1

( )
x

f x
x

   
  ( ) 0f x   24عندما 1 0x    

2وǼالتالي  1

4
x   1ومنه

2
x   1أو

2
x    مرفوض  

1 1 1 3
( ) 2( ) 1 ln ln2
2 4 2 2
f       .  

1
0

2
( ) 0

3
( ) ln2

2

x

f x

f x



  

 

  

 22 1 lnx x    
22وهذا Ȟǽافئ       1 ln 0x x    

 ȑأ( ) 0f x   عǼنلاحظ من جدول اطراد التاf  ّأن
3

( ) ln 2 0
2

f x     اً تكنǽ0[أ, [x    
  
  

  

  

  

  

  

  

  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

5  

  

  ة المفروضة. وهي مجموعة حلول المتراجح
 (1)( 1) (1)y f x f     
     (1) 3f   (1)و 3f    

3( 1) 3y x    
3y x   

  ا�تهت الأجوبة 

  

5  

5  
5  
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