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   )2019شتاء(الثالث الثانوȏ العلمي  – الرȂاضǻاتلمادة  ورقة العمل سلم                          

 04(  :الآتية ربعةبي عن الأسئلة الأيأولاً : أج
  لكل سؤال ) درجة

خطّه   ،Cمعرف على  تاǼعٌ  f  :السؤال الأول 
  :المرسوم في الشȞل المجاور البǽاني

 
 
 
 
 
 
 عǼولنعرف التا: ln( ( ))g x f x الاستفادة منǼ .

  . fللتاǼع  Cالخط البǽاني
  . gاستنتجي مجموعة تعرȄف التاǼع     
1:  تراجحةحلي الم( )

2
f x   .  

  ّع ولنعرǼ1ف التا
:

( )
h x

f x
.  الاستفادة من الخطǼ

   ؟ hما مجموعة تعرȄف التاǼع  .fللتاǼع  Cالبǽاني

عینǼلاً من التاȞ اتǽاستنتجي نهاf وh عند أطراف
  .ما مجموعة تعرȄفه

 
  ّع إنǼالتاg  ونȞǽ معرّف عندما( ) 0f x    

[وهذا محقȘ عندما  , 1[ ]1, [x      .  
  : 1المعادلة

( )
2

f x  محققة عندما[ 2,2]x   .  

  عǼ1التا
:

( )
h x

f x
  ونȞǽ معرّف عندماf  ًمعرّفا

)و  ) 0f x   عندما Șوهذا محق\ { 1,1}x    ȑأ  
] , 1[ ] 1,1[ ]1, [x           

 عǼالتاf  معرّف على ȑأ] , [x       
lim ( ) 1
x
f x


  وlim ( ) 1

x
f x


  
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معرّف عندماhالتاǼع
] , 1[ ] 1,1[ ]1, [x          

lim ( ) 1
x
h x


  وlim ( ) 1

x
h x


  و

( 1)
lim ( )
x

h x
 

  ّلأن)
( 1)
lim ( ) 0
x

f x




 
 (

( 1)
lim ( )
x

h x
 

  ّلأن)
( 1)
lim ( ) 0
x

f x




 
 (  

1
lim ( )
x
h x


  ّلأن)

1
lim ( ) 0
x
f x






 (  

1
lim ( )
x
h x


  ّلأن)

1
lim ( ) 0
x
f x






. (  

  
    :السؤال الثاني

f  عǼالمتراجحة : تا Șحقǽ
2( ) 2 2 1 2f x x x+ £ + xأǽاً تكن  + Î  
  . ¥- عند fاحسبي نهاǽة 

  

    
)Ǽ2فرض  ) 2 1 2g x x x= + +   

هي حالة عدم  ¥-عند gنلاحظ أنّ نهاǽة التاǼع 
¥+تعیین من الشȞل  - لإزالتها نضرب  ¥

  ǼالمرافȘ ونقسّم علǽه:   
2 2

2

(2 1 2 ) (2 1 2 )
( )

(2 1 2 )

x x x x
g x

x x

+ + ⋅ + -
=

+ -
  

2 2

2 2

4( 1) 4 4
( )

2 1 2 2 1 2

x x
g x

x x x x

+ -
= =

+ - + -
  

limومنه  ( ) 0
x

g x
-¥

=   
)أصǼح لدینا  ) ( 2) ( )f x g x- - £  

limولمّا Ȟان  ( ) 0
x

g x
-¥

Ȟان استناداً إلى مبرهنة  =
lim:   (2)الإحاطة  ( ) 2

x
f x

-¥
= -.  
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   : ثالثالسؤال ال
Ȟلاً من العددین العقدیینكتبي ا

1
z  و

2
z  لȞالشǼa bi   
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1

3

1 2

i
z

i

 
   

        ،  
8

2

1 3

1

i
z

i

  
 
  

 .  
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1

3

1 2

i
z

i

 
   

   

Ǽ3فرض  

1 2

i
w

i





 م ǼمرافȘ المقام انضرب الǼسط والمق 

 (3 ) (1 2 )

(1 2 ) (1 2 )

i i
w

i i

  


  
   

3 6 2 5 5
1

1 4 5

i i i
w i

   
   


  ومنه 
9 9 2 4

1
4

(1 ) (1 ) ((1 ) )

(1 ) ( 2 ) (1 )(16) 16 16

z w i i i

i i i i

      

       
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2

1 3

1

i
z

i

  
 
  

   

Ǽفرض
1

1 3w i    و
2
1w i   

فȞǽون 
8

1
2

2

w
z

w

 
   
 

   

لنȞتب Ȟلاً من 
1
w و

2
w : ل المثلثيȞالشǼ  

1
1 3w i     

2 2( 1) ( 3) 2r       
 1cos

2

a

r
 
   3وsin

2

b

r
    

الرȃع الثاني : ومنه   التاليǼ2و
(2 )

3

    
فالشȞل المثلثي للعدد 

1
(cos sin )w r i     

ومنه
1

2 2
2(cos sin )

3 3
w i

 
    

2
1w i    

2 2(1) (1) 2r      
 1cos
2

a

r
    1و

sin
2

b

r
    

ولالرȃع الأومنه:     التاليǼ2)و )
4

    
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2  
2  
  
  

  

  

2  

2  

2  

  

2  

2  

2  

2  

فالشȞل المثلثي للعدد 
2

2(cos sin )
4 4

w i
 

   
  ومنه :

1

2

2 2
2(cos sin )

3 3

2(cos sin )
4 4
2 2

2(cos( ) sin( ))
3 4 3 4

iw

w
i

i

 

 

   






   

  

1

2

5 5
2(cos( ) sin( ))

12 12

w
i

w

 
    

ومنه 
8

1
2

2

40 40
16(cos( ) sin( ))

12 12

w
z i

w

  
    
 

  

2

10 10
16(cos( ) sin( ))

3 3
z i

 
  .  

2

10 10
16(cos( 2 ) sin( 2 ))

3 3
z i

       

2

4 4
16(cos( ) sin( ))

3 3
z i

 
    

2

1 3
16( )

2 2
z i    ومنه

2
8 8 3z i    

   : رابعالسؤال ال
 وفȘ العلاقة :التاǼع المعرّف  fلȞǽن  

2

2
( )

4

x
f x

x





  .  

  عǼف التاȄما مجموعة تعرf  ؟  
 عǼات التاǽنها ȑأوجدf عند أطراف مجموعة

  تعرȄفه .  

  
 f  ونȞǽ 2معرّف عندما 4 0x    Șوهذا محق  

[عندما  , 2[ ]2, [x         
   
   ّنلاحظ أنlim ( )

x
f x


حالة عدم تعیین من  

الشȞل 


  لإزالتها نȞتب :  

2 2

2 2

2 2
(1 ) (1 )

( )
4 4

(1 ) 1

x x
x xf x

x x
x x

 
 

 

   

2  

  

  

2  

2  

2  

2  

2  
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2  
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ومنه 
2

2
(1 )

( )
4

1

x
xf x

x
x






  

xفإنّ في جوار  xوǼما أنّ  x  التاليǼو  

2 2

2 2
(1 ) 1

( )
4 4

1 1

x
x xf x

x
x x

 
 

   

   

2وǼما أنّ 
lim 0
x x

  و
2

4
lim 0
x x

  ّفإن  
lim ( ) 1
x
f x


    
   ّنلاحظ أنlim ( )

x
f x


حالة عدم تعیین من الشȞل  




  لإزالتها نȞتب :  

2

2
(1 )

( )
4

1

x
xf x

x
x






  

xفإنّ في جوار  xوǼما أنّ  x التاليǼو  

2 2

2 2
(1 ) 1

( )
4 4

1 1

x
x xf x

x
x x

 
 

 

  

2وǼما أنّ 
lim 0
x x

  و
2

4
lim 0
x x

  ّفإن  

lim ( ) 1
x
f x


 .  
 

( 2)
lim ( )
x

f x
 

  .  

   ّنلاحظ أن
2
lim ( )
x
f x


حالة عدم تعیین من الشȞل  

0

0
  لإزالتها نضرب ǼالمرافȘ ونقسم علǽه :  

2 2

22 2

( 2) 4 ( 2) 4
( )

44. 4

x x x x
f x

xx x

   
 

 
   

ومنه 
2 2( 2) 4 4

( )
( 2)( 2) ( 2)

x x x
f x

x x x

  
 

  
   

وǼالتالي 
2
lim ( ) 0
x
f x


 .  

  
  

4  

  

  

4  

  

4  
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درجة 50الآتية : ( ربعثانياً : حلي التمارين الأ
  لكل سؤال )

  احسبي Ȟلاً من النهاǽات الآتǽة :  :التمرين الأول  
 lim ( 1 )

x
x x


 .    cos

lim( )
1x

x

x 
      .

 2 cos
lim( )

2 sinx

x x

x




 .  

   
  ّنلاحظ أنlim ( 1 )

x
x x


   حالة عدم تعیین

من الشȞل     : تبȞلإزالتها ن  
2

2

2

2 2

1 1
1 ( )

1 1 1 1

x x x x
x x

x x x x
x xx x

    

     

  

xفإنّ في جوار  xوǼما أنّ  x  ومنه  

2 2

1 1 1 1
1 ( 1)x x x x x

x xx x
         

1ولمّا Ȟان 
lim 0
x x

 و
2

1
lim 0
x x

   انȞ  

lim ( 1 )
x

x x


     .  

  لإیجادcos
lim( )
1x

x

x 
  نطبȘّ مبرهنة الإحاطة  

1 cos 1x    ّما أنǼx  في جوار فإذا قسّمنا 
1)المتراجحة على  )x  سوف تتغیر جهة التراجح  

1 cos 1

1 1 1

x

x x x


 

  
   

1لمّا Ȟان 
lim( ) 0
1x x





1و 

lim( ) 0
1x x




   
  نجد أنّ  Ȟ(1)ان استناداً إلى مبرهنة الإحاطة 

cos
lim( ) 0
1x

x

x



  .  

    2لإیجاد cos
lim( )

2 sinx

x x

x




   
1 cos 1x    2ومنه 2 cos 2x    

2وǼالتالي  2 cos 2x x x x     ....( )I  
1 sin 1x    1ومنه 2 sin 3x     
1 1

1
2 sin 3x

 


   

  

  

  

  

  

  

  

3  

3  

3  

  

3  

  

3  

  

  

3  
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1ومنه  1
1

3 2 sin x
 


.......( )II  

)فإنّ أطراف المتراجحتین في جوار  Ǽxما أنّ  )I و
( )II  ًع ضرب المتراجحتبن طرفاǽة تماماً فنستطǼموج

2 إلى طرف فȞǽون : 2 cos
2

3 2 sin

x x x
x

x

 
  


   

2 ومنه  2 cos

3 2 sin

x x x

x

 



ولمّا Ȟان   

2
lim

3x

x



  فاستناداً إلى مبرهنة المقارنة عند

2اللانهاǽة نجد أنّ  cos
lim( )

2 sinx

x x

x


 


 .  

   :التمرين الثاني  
ABCDEF : ل المجاورȞمسدس منتظم مرسوم في الش  

   
  
  
  
  
   

اكتبي الأعداد العقدǽة المقابلة لرؤوس هذا المضلع 
  المنتظم ǼالشȞل المثلثي .

 . أثبتي أنّ مجموع هذه الأعداد ǽساوȑ الصفرثمّ       

   
( ; )A r  2)ومنه; )

6
A

  التاليǼو

2(cos sin )
6 6A

z i
 

   

( ; )B r   2)ومنه; )
2

B
 التاليǼو  

2(cos sin )
2 2B

z i
 

   

( ; )C r   2)ومنه; )
6

C
  ȑ5أ

(2; )
6

C
 التاليǼو  

5 5
2(cos sin )

6 6C
z i

 
   

  
  

  

  

3  

3  

  
2  
50  
  

  

  

  

  

  

  

  

5  

  

5  

  

5  

  

5نلاحظ أنّ  5
2(cos sin )

6 6D C
z z i

  
     

5 5
2(cos( 2 ) sin( 2 ))

6 6D
z i

   
   نه وم 

7 7
2(cos( ) sin( ))

6 6D
z i

 
  .  

cos)2ونلاحظ أنّ  sin )
2 2E B

z z i
  

    

cos)2ونلاحظ أنّ  sin )
6 6F A

z z i
  

     

لإثǼات أنّ مجموع هذه الأعداد ǽساوȑ الصفر یجب 
: ȑل الجبرȞالشǼ ل منهاȞ ةǼتاȞ  

2(cos sin ) 3
6 6A

z i i
 

      

2(cos sin ) 2
2 2B

z i i
 

     

5 5
2(cos sin ) 3

6 6C
z i i

 
      

7 7
2(cos( ) sin( )) 3

6 6D
z i i

 
      

2(cos sin ) 2
2 2E B

z z i i
  

      

2(cos sin ) 3
6 6F A

z z i i
  

       

  وǼالتالي :  

3 2 3 3 2 3 0

A B C D E F
z z z z z z

i i i i i i

     

          
  

  

  

  
  
  
  
  

  

  

  

5  

5  

  

5  

  

  

3  

  

3  

3  

  

3  

3  

3  

  
  
  

2  
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     :التمرين الثالث 
    : نȞل ممȞسط شǼأǼ ةǽارة الآتǼاكتبي الع

7 7ln(3 5) ln(3 5)A = + + -  .  
  : ةǽحلّي المعادلة الآت 

22(ln ) ln( ) 1 0
e

x
x

+ - =  .  
 : ةǽحلّي المتراجحة الآتln( 1) ln 1x x- > -   

  
 7 7ln(3 5) ln(3 5)A = + + -  

7 7

7

2

ln((3 5) (3 5) )

ln((3 5) (3 5))

7 ln(9 5) 7 ln 4 7 ln2 14 ln2

A = + ⋅ -

= + ⋅ -

= - = = =

  

22(ln ) ln( ) 1 0
e

x
x

+ - =   
,0[المعادلة معرّفة عندما  [x Î +¥  

22(ln ) ln ln 1 0x e x+ - -   ومنه   =
22(ln ) 1 ln 1 0x x+ - -   وǼالتالي  =

22(ln ) ln 0x x- وهي تكافئ  =
ln (2 ln 1) 0x x⋅ - =   

lnإما  0x 1xومنه  = =  .  
2أو  ln 1 0x - 1ومنه  =

ln
2

x وǼالتالي  =
1

2x e e= = .  
,1}فمجموعة حلول المعادلة المفروضة هي  }S e=  

 ln( 1) ln 1x x- > -   
  : ف المتراجحة هيȄ0مجموعة تعرx 1xو  < >  

,1[ومنه  [x Î 1أو ¥+ ]1, [D = +¥.  
 ln( 1) ln lnx x e- >   نطبȘ خواص اللوغارȄتم  -

ln( 1) ln
x

x
e

- 1ومنه  <
x

x
e

-   وǼالتالي  <
ex e x- exومنه  < x e-   إذن  <
( 1)e x e- ومنه  <

1

e
x
e

>
-

   

] , [
1

e
x
e

Î +¥
-

2أو   ] , [
1

e
D

e
= +¥

-
  

  

  

  

  

  
  
3  
3  
3 
 
3 
3 
3 
 
3 
3 
 
3 
 
3 
  
  
3  
  
  
3  
3  
3  
3  

 ة هي  فمجوعة حلولǼالمتراجحة المطلو   

1 2 ]1, [ ] , [ ] , [
1 1

e e
x D D

e e
Î Ç = +¥Ç +¥= +¥

- -
  

            ] , [
1

e
S

e
= +¥

-
   

     : رابعالتمرين ال
  يعیّن  ȋمجموعة النقاM  مثلها العددǽ التي

 ȑالعقدz  العلاقة Șحقǽ ȑ2الذ 5iz   .  
  المجهولǼ) ةǽحلي المعادلة الآتz : (

8 4z z i   .  

  
 2 5iz  2 تكافئ 5i z  2ومنه 5z     

5وǼالتالي

2
z   ȋفمجموعة النقاM  الممثلة للعدد

ȑالعقدz زها تȞ0)قع على دائرة مر, 0)O   
5 ونصف قطرها

2
 .  

 8 4z z i    الطرفین فنجد Șنأخذ مراف  
 8 4z z i    طرح العلاقتین نجدǼ8z z i   

2 ومنه 8yi i  التاليǼ4وy   نعوض في العلاقة
24الأولى فنجد  16 8 4x i x i       

2ومنه  16 8x x     
8شرȋ الحل  0x   8ومنهx    

نرȃّع الطرفین ضمن شرȋ الحل فنجد 
2 216 (8 )x x   ومنه

2 216 64 16x x x    التاليǼ16و 48x     
3xومنه    التالي حل المعادلة هوǼ3و 4z i   

  

  

  

  

  
  
  
5  

50  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
4  

  
4  

  
4  
4  

  
4  

  
4  

  
4  
4  
4  

  
4  

  
2  
4  

  
4  

50  
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 08: (ةالآتي كلاً من المسائل الثلاثثالثاً: حلي 
  )لكل مسألة درجة

   : المسألة الأولى 
ABCD اعي وجوهȃه   رǽفI منتصف [ ]AB و J 
] منتصف ]AC و النقطتانE و F العلاقتینǼ معرّفتان

3الشعاعیتین

2
BE BC
 

AF و  DE
 

   
 
 
 
 
 
  
 اكتبيDA DB

 
DIبدلالة الشعاع  


 .  

  ّ2أثبتي أن 3DF DI IJ 
  

 .  
 أثبتي أنّ الأشعةDI


DJو  


DFو  


  مرتǼطة خطǽاً  

 ȋاستنتجي أنّ  النقا D وI  وJ  وF تقع في  
  .مستوٍ واحد    

   
 2DA DB DI 

  
 .  

  

        

1

2

2 ( )

3

2
3
2 3

2

DF DI DF DA DB

DF DA DB AF DB

DE DB BE BC

IJ IJ

    

    

   

    

    
     

   

 


  

 لقد أثبتنا في الطلب  ّ2أن 3DF DI IJ 
  

  
  ومنه 

          

2 3( )

2 3 3

2 3 3

2 3 3

3

DF DI ID DJ

DF DI ID DJ

DF DI ID DJ

DF DI DI DJ

DF DI DJ

  

  

  

  

  

   

   

   

   

  

     

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
6  
  
  
7  
7  
6  
6  
  
  
6  
6  
6  
6  
  

DIولمّا Ȟان الشعاعان 


DJو 


  غیر مرتǼطین خطǽاً  
3DFومن المساواة  DI DJ  

  
   

DIفحسب مبرهنة نجد أنّ الأشعة 


DJو  


DFو  


  
  . مرتǼطة خطǽاً 

  ّما أنǼ3DF DI DJ  
  

 ȋفالنقا D وI    
  . تقع في مستوٍ واحد Fو Jو  

      :  ثانيةالمسألة ال
,0[التاǼع المعرّف على المجال  fلȞǽن    [I   

)وفȘ العلاقة :  ) ln 1f x x x     
  ّأثبتي أنf  0[اشتقاقي على, [I    واحسبي
( )f x  .  
  عǼاكتبي جدول اطراد التاf  ثمّ استنتجي

lnمجموعة حلول المتراجحة  1x x  .  
  ارǽاختǼ

1

3x e  و
1

3x e


  العدد ȑاحصر ،e  

    
 عǼ1التاx x   ثیر حدود اشتقاقي علىȞ
 0[فهو اشتقاقي على, [I     .  
lnxالتاǼع  x 0[اشتقاقي على, [I    حسب

  .تعرȄف التاǼع اللوغارȄتمي
,0[اشتقاقي على  fفالتاǼع  [I    ارة عنǼلأنّه ع

,0[مجموع تاǼعین اشتقاقیین على [I    .       
1 1

( ) 1
x

f x
x x

      
 ( ) 0f x¢              عندما  =

1 0 1 , (1) 0x x f- =  = =  
0 1

( ) || 0

( ) || 0

x

f x

f x


  

 
  

ln 1x x   تكافئln 1 0x x     
)وهذا Ȟǽافئ  ) 0f x <   

) أنّ  من الجدول نجد ) 0f x  عندما >
]0, [\{1}x Î +¥ .  

6  

6  

6  

  
6  
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 عوّضلن 
1

3x e= في المتراجحةln 1x x  

 فȞǽون 
1 1

3 3ln 1e e<    ومنه  -

 
1

3
1

1
3
e< ومنه  -

1

3
4

3
e< 64إذن

27
e<  

 عوّضلن 
1

3x e
-

lnفي المتراجحة = 1x x  

 فȞǽون 
1 1

3 3ln 1e e
- -

<    ومنه  -

 
1

3
1

1
3
e
-

- < ومنه  -
1

3
2

3
e
-

وǼالتالي  >
1

3
3

2
e>   

27إذن  

8
e> 64ومنه 27

27 8
e< < .  

  
      :  ثالثةالمسألة ال

لȞǽن العددان العقدǽان: 
1

2(cos sin )
3 3

z i
 

    و

2
1z i   .  
  اكتبي

1
z و

1 2
z z .ȑل الجبرȞالشǼ  

  اكتبي
1
z  و

2
z و

1 2
z z ل الȞالشǼمثلثي.   

  استنتجيcos
12

  وsin
12

 .  

   
  

       

1
2(cos sin )

3 3

2( cos sin )
3 3

2(cos( ) sin( ))
3 3

4 4
2cos 2 sin 1 3

3 3

z i

i

i

i i

 

 

  

 

  

  

   

    

  

  
1 2

( 1 ) ( 1 3)

1 3 3

( 3 1) ( 3 1)

z z i i

i i

i

      

   

   

  

  
4  
4  
4  
  
4  
4  
4  
4  
4  
4  
80  

  

  

  

  

  

4  

4  

4  

4  

4  

4  

  

       

1
2(cos sin )

3 3

2( cos sin )
3 3

2(cos( ) sin( ))
3 3

4 4
2(cos sin )

3 3

z i

i

i

i

 

 

  

 

  

  

   

 

  

2

2 2

1

( 1) (1) 2

1
cos

2
1

sin
2

z i

r





  

   






  

نلاحظ أنّ الرȃع الثاني  3ومنه

4

   التاليǼو

2

3 3
2(cos sin )

4 4
z i

 
   

1 2

1 2

4 3 4 3
2 2(cos( ) sin( ))

3 4 3 4
25 25

2 2(cos( ) sin( ))
12 12

z z i

z z i

   

 

    

  
   

ومنه 

1 2

25 25
2 2(cos( 2 ) sin( 2 ))

12 12
z z i

      

1 2
2 2(cos sin )

12 12
z z i

 
     

  ȑل الجبرȞل المثلثي والشȞالمقارنة بین الشǼ
للعدد 

1 2
z z :  نجد  

 2 2(cos sin ) ( 3 1) ( 3 1)
12 12

i i
 

     

3ومنه  1 3 1
cos sin ( ) ( )
12 12 2 2 2 2

i i
   

    

3ومنه   1
cos
12 2 2

 
  3و 1

sin
12 2 2

 
 .  

  ا�تهى السلم

  
  

  
  
4  
4  

  
4  

  
  
4  

  
4  

  
4  

  
4  

  
  
4  

  
  
  
4  

  
  
4  

  
4  

  
  
  
  
4  

  
  
4  

  
4  
80 

 

  الحل


